Streszczenie

Dynamika cienkich powlok walcowych o funkcyjnej
gradacji wlasnosci - modelowanie tolerancyjne

Tematem rozprawy doktorskiej jest matematyczne modelowanie zagadnien
dynamiki cienkich, liniowo-spregystych, mikro-niejednorodnych powlok
walcowych typu Kirchhoffa-Love'a. W kierunku obwodowym, powtoki
te w skali mikro majg tolerancyjnie periodyczng mikrostrukture,
natomiast w skali makro charakteryzujg sie funkcyjng poprzeczng
gradacjg wtasnodci usrednionych (makrowlasnosci). Oznacza to, ze
na poziomie mikro, rozpatrywane w rozprawie powloki zbudowane sa 2
duzej liczby elementéw (komérek) idealne ze soba potaczonych i regularnie
rozmieszezonych w kierunku obwodowym. Zaklada sie, Ze sasiadujace
ze sobg komorki sa prawie identyczne, tzn. majg prawie identyczne
wlasnoéci geometryczne i materialowe, natomiast komérki oddalone od
siebie moga znacznie sie r6znié. Zaklada sie, ze charakterystyczny wymiar
liniowy komérki jest dostateczmie duzy w poréwnaniu z maksymalng
gruboscia powloki oraz dostatecznie maly w poréwnaniu z minimalnym
promieniemn krzywizny oraz wymiarem liniowym powierzchni $rodkowej
wzdluz wspblrzednej z = z* parametryzujacej t¢ powierzchnie w kierunku
obwodowym. Na poziomie mikroskopowym, wlasnodcl geometryczne,
sprezyste oraz inercyjne takich powlok opisane s silmie oscylujacymi,
nieciggltymi, tolerancyjnie periodycznymi funkcjami podiug argumentu
z. Natomiast, na poziomie makroskopowym, uSrednione wlasnosci
rozpatrywanych powlok sa opisane funkcjami ciagglymi i wolnozmienmymi
w kierunku tolerancyjnej periodycznoéci. Ponadto, usrednione wtasnosei
zmieniajs sic w kierunku prostopadlym do granic miedzy sktadnikami.
Powloki takie sa nazywane powlokami o funkcyjnej poprzecznej gradacji
makrowlasnosci. ‘

W Lierunku osiowym, wtasnosci rozpatrywanych powlok sa stale.

Opis dynamicznych zachowan mikro-niejednorodnych powlok bedacych
przedmiotem rozprawy, w ramach znanej teorii Kirchhoffa-Love’a, prowadzi
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do réwnand, ktérych wspdtezynniki sy tolerancyjnie periodycznymi, silnie
oscylujgeymi 1 nieciaglymi funkcjami w kierunku obwodowym. Stad,
rOwnania te nie mogg byé wprost zastosowane do analizy zagadnier
inzynierskich. Formulowane sa zatem rézne przyblizone metody modelowania
{tj. procedury wusredniajace) prowadzace od réwnan rézniczkowych
czastkowych =z silnie oscylujacymi wspélezynnikami do réwnad o
wspolezynnikach ciaglych i wolnozmiennych (lub wspdlczynnikach stalych
w przypadku walcowych powtok periodycznych).

Modele usrednione powlok (plyt) periodycznych/tolerancyjnie
periodycznych sg najczefciej otrzymywane na drodze homogenizacji
asymptotyczne). Jednakze, modele te pomijaja wplyw wielkosci komaorki
na globalne (makroskopowe) zachowania powtloki, tzn. pomijaja efekt skali.

Alternatywne, nieasymptotyczne podejécie do matematycznego
modelowania  cial periodycznych lub  tolerancyjnie periodycznych,
oparte na pojeciu tolerancji (pojecie zwigzane z dokladnodcis
prowadzonych pomiardéw lub obliczed) i prowadzace do usrednionych
réwnan o stalych lub cigglych 1 wolnozmiennych wspoéleczynnikach
zaleznych od wielkosci komorki, zostalo zaproponowane 1 rozwijane
przez profesora, Czestaws. Wozniaka w wielu publikacjach i podsumowane
w monografiach [Wozniak Cz. et al. (eds.): Mathematical modelling and
analysis in  continuum mechanics of microstructured media. Silesian
University of Technology Press, Gliwice 2010], [Wozniak Cz., Michalak B.,
Jedrysiak J. (eds.): Thermomechanics of microheterogeneous solids and
structures. Tolerance averaging approach. Lodz University of Technology
Press, Lodz 2008], [Wozniak Cz., Wierzbicki E.: Averaging techniques
in thermomechanics of composite solids. Tolerance overaging wversus
homogenization. Czestochowa University Press, Czestochowa 2000]. Relacje
tolerancyjne determinowane parametrami tolerancji, funkcje
wolno-zmienne, funkcje tolerancyjno-periodyczne, fluktuacyjne
funkcje ksztallu oraz operacja uSredniania sg podstawowyma
pojeciami techniki tolerancyjnego modelowania. Technika ta oparta
jest na dwoch zalozeniach. Pierwsze z tych zalozen, zwane przybliZzeniem
(usrednieniem) tolerancyjnym, umozliwia pomijanie wyrazéw rzedu
parametréw tolerancji. Drugie =zatozenie zwane jest mikro-makro
dekompozycjq pol przemieszcezen (lub pola temperatury w zagadnieniach
przeptywu ciepta). Ograniczajac sie do zagadnierl mechanicznych, zgodnie
z tym zalozeniem nieznane przemieszczenia w réwnaniach wyjsciowych
sg przedstawione w postaci sumy mnieznanych udrednionych na
komdérece przemieszezen, bedacych funkcjami wolnozmiennymsi
{tzn. przyjmujacymi w ramach tolerancji stale warto§ci na komorce),
oraz stlnie oscylujgcych fluktuacji. Fluktuacje sg opisane przez
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znane w kazdym analizowanym zagadnieniu, liniowo-niezaleZne,
periodyczne lub tolerancyjnie periodyczne fluktuacyjne funkcje
ksztattu pomnozone przez nieznane wolnozmienne funkcje, zwane
amplitudami fluktuacyi.

W niniejszej Tozprawie wykorzystano technike tolerancyjnego
modelowania w  zagadnieniach  dynamiki  walcowych  powlok
mikro-niejednorodnych o  poprzecznej  gradacji = makrowlasnosci.
Wykorzystano takze nowe podejscie do asymptotycznego usredniania
réwnaf rozniczkowych czastkowych (lub funkcjonaiéw catkowych) o silnie
oscylujacych periodycznych/tolerancyjnie periodycznych wspétezynnikach
przedstawione w ksigzee [Wozniak Cz. et al. {eds.): Mathematical modelling
and analysis in continuum mechanics of microstructured media. Silesian
University of Technology Press, Gliwice 2010]. Podejécie to nazwano
asymptotycznym konsystentnym. Wykorzystano réwniez, zaproponowang
w wyze] wymienionej monografii, polaczong asymptotyczno-tolerancyjng
technike modelowania cial mikro-niejednorodnych. Stosujac modelowanie
tolerancyjne, asymptotyczne konsystentne oraz asymptotyczno-tolerancyjne
do wyjéciowych réwnari Eulers-Lagrange’a, ktérych jawna postac
pokrywa sie ze znanymi réwnaniami teoril Kirchhoffa-Love'a cienkich
powlok sprezystych, wyprowadzono trzy mnowe matematyczne
usrednione modele: tolerancyjny, asymptotyczny konsystentny oraz
asymptotyczno-tolerancyjny. W przeciwienistwie do silnie oscylujacych
i niecigglych wspolczynnikéw réwnan wyjsciowych, wspdlezynniki réwnan
rézniczkowych tych usrednionych modeli sa ciagiymi i wolnozmiennymi
funkcjami podiug wspélrzedne] z parametryzujacej powierzchnie srodkows
powloki w kierunku obwodowym. Ponadto, modele tolerancyjny 1
asymptotyczno-tolerancyjny uwzgledniaja wptyw wielkosci mikrostruktury
na dynamiczne zachowania powloki. Wplyw ten zwany jest efekiem skali.

Procedura tolerancyjnego modelowania zastosowana do wyjsciowych
réwnan Eulera-Lagrange’a realizowana byla w dwoch etapach. Plerwszy
etap polegal na tfolerancyjnym usrednieniu funkcji Lagrange’a
z wykorzystaniem mikro-makro dekompozycji, operacji usredniania
oraz przyblizenia tolerancyjnego. W drugim etapie, stosujac zasade
stacjonarnodct dziatania do usrednionego funkcjonalu dziatania
zdefiniowanego  poprzez tolerancyjny  udredniony lagrangian,
otrzymano usrednione rOwnania Bulera-Lagrange’a, ktérych jawna
postaé reprezentowana jest przez relacje konstytutywne oraz rdéwnania
ruchu. Sformulowane réwnania wraz z mikro-makro dekompozycja
reprezentuja  model  tolerancyjny do analizy zagadnien dynamiki
cienkich powlok walcowych o tolerancyjnie periodycznej mikrostrukturze
oraz o funkcyjne] poprzecznej gradacji makrowlasnosci w kierunku
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obwodowym. Wspdlezynniki réwnart modelu tolerancyjnego sa ciagle
i wolnozmienne. Ponadto, niektére z tych wspdleczynnikéw zaleza od
wielko§ci mikrostruktury. Efekt skali moze byé analizowany nie tylko
w dynamicznych, ale takze w stacjonarnych zagadnieniach. Niewiadome
rownan modelu, tzn. makroprzemieszczenia oraz amplitudy fluktuacsi,
muszqg byé funkcjami wolnozmiennymi w Kierunku tolerancyjnej
periodycznosdci. Te wymagania sg wykorzystane do oceny a posteriori
parametréw tolerancji, czyli takze do sprawdzenia fizycznej poprawnosci
wynikéw otrzymanych w ramach modelu tolerancyjnego.

Technika asymptotycznego konsystentinego usredniania rbéwnan
rozniczkowych czastkowych (lub funkcjonaléw catkowych) o silnie
oscylujacych periodycznych/tolerancyjnie periodycznych wspélezynnikach,
przedstawiona w monografii [Wozniek Cz. ef al (eds.): Mathematical
modelling and analysis in continuum mechanics of microstructured media.
Silesian University of Technology Press, Gliwice 2010], nie zawiera pojeé
funkcji tolerancyjnie periodycznej i funkeji wolnozmiennej. Wprowadzono
tu tylko pojecie fluktuacyjnej funkcji ksztaltu. W zagadnieniach
mechanicznych, podstawowym kinemaftycznym zalozeniem tego podejécia
jest asymptotyczna dekompozycja pdl przemieszczen. Zgodnie z
tym zalozeniem, przemieszczenia wystepujace w wyjsciowych réwnaniach
(lub w wyjéciowym funkcjonale calkowym) zastapione sg rodzinami pél
przemieszczenn zdefiniowanymi na komérce 1 zaleznymi od parametru
e € (0,1. Rodziny te rozlozone sa na mnieznane przemieszczenia,
(zwane tak jak w podejsciu tolerancyjnym makroprzemieszczeniamsi),
niezalezne od parametru ¢ oraz silnie oscylujgce fluktuacje
przemieszczeri zaleine od £. Te silnie oscylujgce fluktuacje sg
reprezentowane przez znone  periodyczne/tolerancyjnie  periodyczne
fluktuacyjne funkcje ksztaltu zaleine od e oraz przez nieznane
funkcje mniezaleine od e, ktéore, tak jak w podejciu tolerancyjnym,
zwane sg amplitudami fluktuacji. Zada sie, aby wystepujace w
asymptotyczne] dekompozycji funkcje niezalezne od & byly ciaglte i
ograniczone w kierunkach periodyki lub tolerancyjnej periodycznoéci wraz z
ich odpowiednimi pochodnymi. Niezaleznoéé wyze] wymienionych funkeji od
parametru £ stanowi zasadniczg, roznice miedzy podejéciem asymptotycznym
konsystentnym a podejéciem stosowanym w znanych tecriach homogenizacji
asymptotycznej. Ponadto, modele asymptotyczne konsystentne, w
przeciwieristwie do powszechnie stosowanych modeli asymptotycznych,
nie wymagaja rozwigzywania skomplikowanych analitycznie brzegowych
zagadnied na komérce w celu wyznaczenia efektywnych sziywmnosel ciala.
W podejéciu asymptotyczoym konsystentnym, moduly efektywne sg
rozwigzaniem ukiadu réwnan algebraicznych liniowych dla nieznanych
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amplitud fluktuaci.

Procedura modelowania asymptotycznego konsystentnego zastosowana
do wyjsciowych réwnar Eulera-Lagrange’a realizowana byla w dwoch
etapach. Pierwszy etap polegal na asymptotycznym Kkonsysteninym
udrednieniu wyjiciowej funkcji Lagrange’a z wykorzystaniem
asymptotycznej dekompozycji. W drugim etapie, stosujac zasade
stacjonarnodci dzialania do usrednionego funkcjonalu dziatania
zdefiniowanego poprzez asymptotycznie udredniony lagrangion,
otrzymano uérednione réwnania Bulera-Lagrange’a oraz ich jawng postac. Po
wyeliminowaniu z uktadu réwnaf amplitud fluktuacji, otrzymano réwnania
modelu asymptotycznego wyrazone tylko w makroprzemieszcezeniach.
Réwnania te wraz z dekompozycja oraz réwnaniami dla amplitud
fluktuacji reprezemtuja model asymptotyczny konsystentny do analizy
zagadnieri dynamiki rozwazanych w rozprawie cienkich powlok walcowych
o tolerancyjnie periodycznej mikrostrukturze oraz o funkcyjnej poprzecznej
gradacji makrowltasnosci w kierunku obwodowym. Wspélczynniki réwnail
modelu asymptotycznego sa ciagle i wolno zmieniajace sie. Wspdtczynniki
te nie zalezg od parametru diugodci mikrostruktury.

Stosujgc procedure asymptotyczno-tolerancyjng, por. ksigzka [Wozniak
Cz. et al (eds.): Mathematical modelling and analysis in continuum
mechanics of microstructured media. Silesian University of Technology
Press, Gliwice 2010], wyprowadzono model asymptotyczno-tolerancyjny
do badania zagadniedr dynamiki walcowych powlok o tolerancyjnie
periodycznej mikrostrukturze i poprzecznej gradacji makrowlasnoscl w
kierunku obwodowym. Réwnania tego modelu reprezentowane sa przez
rownania modelu asymptotycznego (makroskopowego), sformutowane z
zastosowaniem techniki modelowania asymptotycznego konsystentnego
i majace ciagle, wolno zmieniajace sie wspolczynniki mniezalezne
od wielkosei mikrostruktury oraz réwnania modelu tolerancyjnego
(mikroskopowego), wyprowadzone z zastosowaniem techniki tolerancyjnego
modelowania i majace ciagle, wolnozmienne wspdlczynniki zalezne od
wielkodei komdrki. Obydwa modele polaczone sa ze sobg na podstawie
zalozenia, ze rozwiaszania danego zagadnienia brzegowo-poczatkowego
w ramach modelu asymptotycznego sa znane. W rozprawie pokazano,
e przy pewnych warunkach nalozonych na fluktuacyjne funkcje
ksztaltu, otrzymuje sie rownania niezalezne od rozwiazai w ramach
modelu asymptotycznego. Rdéwnania fe opisujg mikrodynamiczne
zachowania rozwazZanych w rozprowie powlok niezaleznie od ich
makrodynamicznych zachowari. Jest to glowna zaleta wyprowadzonego
modelu asymptotyczno-tolerancyjnego.

Sformulowane modele tolerancyjny i asymptotyczny zastosowano do
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oceny efektu skalt w pewnych szczegdlnych zagadnieniach dotyczacych
drgan wlasnych rozwazanych powlok. PoniewaZ znalezienie analitycznych
rozwigzan réwnan modelu tolerancyjnego lub modeln asymptotycznego
w ogblnym przypadku nie jest mozliwe, zastosowano przyblizony sposob
rozwigzania. Przyblizone wzory czestoSci drgan wilasnych otrzymano
korzystajac z metody Ritza. Analizujgc dynamike powiok w ramach
modelu tolerancyjnego, otrzymano wzory analityczne nie tylko na
podstawowe tzw. nizsze czestosdct drgan wiasnych, ale rowniez na
nowe, dodatkowe tzw. wyzsze czestosci drgan wlasnych zalezne od
parametru diugoéci mikrostruktury. Wyzsze czestodci umozliwiajg
analize drgan wyzszego rzedu oraz zjawiska dyspersji. Te nowe
wyzsze czestosci drgarn nie majg swoich odpowiednikéw w modelach
asymptotycznych oraz w modelach numerycznych, opartych na
przykiad na metodzie elementow skoriczonych. Wykazano, ze warto§cl
nizszych czestosci drgant wlasnych obliczane wedtug modelu tolerancyjnego
s3 pomijalnie wieksze od wartosci odpowiednich czestodel drgard otrzymanych
w ramach modelu asymptotycznego. Uwzglednienie efektu skali powoduje
wiec jedynie nieznaczna, nie majacsg praktycznego znaczenia korekte wartosel
czestosel drgar. Oznacza to, ze efekt skali w zagadnieniach dotyczgcych
drgari wlasnych rozwazanych powlok jest pomijalnie maly =z
obliczeniowego punktu widzenia. Zagadnienia te mogg by¢ analizowane
w ramach modeli asymptotycznych {prostszych analitycznie od modeli z
efektem skali).

Wyprowadzone z zastosowaniem procedury asymptotyczno-tolerancyinej
roéwnania. niezalezne od rozwigzai w ramach modelu asymptotycznego,
wykorzystano do analizy zagadnien —mikrodynamiki rozwazanych
tolerancyjunie periodycznych powlok.

Analizowano mikrodrgania niezaleznie od makrodrgadl. Wyprowadzono
wzory na wyzsze, dodatkowe, zalezne od wielkodci mikrostruktury
czestodct mikrodrgarn wlasnych w kierunkach obwodowym, osiowym
oraz normalnym do powierzchni Srodkowej. Wzory te otrzymano
korzystajac z przyblizone] metody Galerkina. Przeprowadzono doktadng
analize tych czestoscs.

Analizujgec harmoniczne mikrodrgania w kierunku osiowym
z czestodeig o (rozprzeione z mikrodrganiami w kierunkach
obwodowym ¢ normalnym), uzyskano nowe wyniki w teoris
mikrodrgant powlok o funkcyme;j gradacji wlasnodci. Pokazano, ze
w zaleznosci od relacji miedzy czestodcia drgafl harmonicznych & a wyzsza
czestosciy, mikrodrgan wiasnych &, zalezng od wielkodci komérki, wystepujg
rézne postaci mikrodrgan. Mikrodrgania zanikajo wyktadniczo lub
liniowo. Dla pewnych relacji miedzy warto$ciami & ¢ @, mamy do
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czynienia z niezanikajgeq (tj. oscylujgeg) postaciq mikrodrgari lub z
mikrodrganiami rezonansowymi. Zbadano takze tzw. efekt warstwy
brzegowej, gdzie termin ,,brzeg” odnosit sie do przesirzeni.

Nowe wyniki uzyskano badajgc zagadnienia propagacji fal
dtugich w nieograniczonych w kierunku osiowym powtokach
tolerancyjnie periodycznych. Badane fale odnosily sie tylko do
fluktuacyjnych czesci przemieszezen zaleznych od efektu skali. Pokazano,
ze w zaleznodci od ograniczeri natoZonych na predkosé propagacji
fal mogqg propagowaé sie trzy typy fal: sinusoidalna lub wykladnicza
lub wystepuje zdegenerowany przypadek rozgraniczajgcy fale sinusoidalne i
wyktadnicze. Wyprowadzono relacje dyspersji. Wyprowadzono i zbadano
nowg predkoéé propagacji fal zaleing od parametru diugosct
mikrostruktury.

Nowe wyniki wuzyskano analizujgc szczegélny  problem
poczgtkowy opisany réwnaniem dla amplitud mikro-fluktuacji w kierunku
osiowym. W badanym zagadnieniu réwnanie to redukuje si¢ do réwnania
rézniczkowego zwyczajnego drugiego rzedu z pochodnymi wzgledem
czasu. Problem ten ilustruje wplyw wielkodei komérki na charakter
mikro-fluktuacji przemieszezeri w kierunku osiowym, przy przyjetych
warunkach poczatkowych. Pokazano, Ze w zaleznodci od relacji
miedzy pewnym parametrem diugodci | niezaleznym od wielkosct
komdrki a parametrem diugoéci mikrostruktury A, mikro-fluktuacje
przemieszczenh w kierunku osiowym majg roziny charakter w
badanym przedziale czasu: dla | < A malejs monotonicznie i bardzo
lagodnie i nie przyjmujg wartodci zero w badanym przedziale czasu, dla
I = X mikro-fluktuacje maleja monotonicznie i na koficu badanego przedziatu
czasu sa réwne zeru, dla [ > A mikro-fluktuacje zanikajs monotonicznie
i silnie w pewnym podprzedziale badanego przedzialu czasu, a nastepnie
absolutne wartoscl mikro-fluktuacji rosng monotonicznie w pozostalej czedci
tego przedziatu czasu.

Wszystkie przedstawione powyzej efekty, uzyskane w ramach
rownari mikromechaniki modelu asymptotyczno-tolerancyjnego mnie
mogqg byé analizowane w ramach asymptotycznych modeli powlok,
jak rowniez przy uzyciu znanych programdw komputerowych.

Wyprowadzone w niniejszej rozprawie modele mikro-niejednorodnych
powlok walcowych mogg byé wykorzystane do badan dynamiki powlokowych
elementow konstrukcyjnych mostéw i dachoéw, powlokowych elementéw
reaktoréw, powlokowych elementéw samolotéw, okretéw, maszyn.

Uzyskane wyniki maja istotny wplyw na stan wiedzy dotyczace]
dynamicznych  zachowan  cienkosciennych  powlok  walcowych o
tolerancyjnie periodycznej wmikrostrukiurze oraz o funkcyjne;
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poprzecznej gradacji wlasnodei usrednionych (makrowlasnosci)
w kierunku obwodowym, a takie generujs nowe kierunki badaid i tym
samyin wywierajy wplyw na rozwd] tej dziedziny wiedzy.

Dalsze badania mikro-niejednorodnych powtock walcowych, bedacych
obiektern rozwazani rozprawy doktorskiej, z wykorzystaniem techniki
tolerancyjnego modelowania mogg dotyczyé nieliniowych zagadnier dynamiki
i stateczno$ci, probleméw dynamiczne] termosprezystodel, formulowania
modeli w ramach teorii dokladniejszych niz teoria Kirchhoffa-Love’a.



